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1 YBon

IIIra je To mpocTop M Kako MepuMO pacrtojame m3Mmehy nBe Tauke HaAM je CBUMA
UHTYUTUBHO jacHo. Ham mpocTop 3aMumnbaMo Kao jenaH TPOIMMEH3UOHU, BEOMA
TYCT CKYI Tavaka Tle je cBaka ol mux onpebena ca tpu peasna Opoja — meHE KO-
opauHATE, 33amaTe Y OOHOCY Ha m3abpaHu modeTak u oce. Pacrojame d uzmelhy nse
tauke onpebene ca X = (x1,x9,23) 'Y = (y1,92,y3) (KOje MOKEMO CXBATUTU U KAO
GYHRIMjy 01 ABe MPOMEHJ/bUBE 3aBUCHY CAMO OJ IOMEHYTUX TadaKa U O3HAUYABATU
ca d(X,Y)) mepumo no6po mam mosnarom IluraropmHOM TEOpeMoM Kao:

d=d(X,Y) = /(21 —y1)2 + (v2 — y2)2 + (3 — y3)%

Cayuaj 3a jemHy OUMEH3U]y j€ HOOCTa jeAHOCTABHUjU, & OArOBapa CUTYaIUju
Tavyaka Ha PEaJIHOj MPaBOj, TIe je CBAKOj TAUYK! HOMe/beH jemaH peaJian O0poj. Pac-
TOjame m3Mehy nBe Tauyke r 1 Yy Tana AEeOUHUIIEMO Kao

d=|z—y|

3HaMO na je pacTojame jeQUHCTBEHO, IIa je JOTMYHO Ha3BarTu ra ¢pyukrmujom. OBa
¢yurumja ciavka ek JlekapToB HPOM3BOL MCTUX CKymOBa (y HAIIEM CIydajy CKYyI
Tauaka y TPOMMMEH3MOHOM eykImackoMm mpocropy E?) y ckym peanmux Gpojesa.
W3 mpakce HaMm je mMO3HATO Oa je pacTojame YBEK HEHEraTWBAaH peaJjiaH Opoj, Koju
je HyJa aKO M caMO aKO ce Tauke m3Mely KOjux MepuMMO pacTojame mokaanajy. Ha
HEKU HAUMH je MHTYUTUBHO Ha je fynryuja pacmojamwa cumerpudra, tj. d(X,Y) =
d(Y, X). Konauno, no3sara HaM je HejeOHAKOCT TPOYTJIA KOja Kaske na 3a Ouio
roje Tpu tauke A, B u C Basku:

d(A, B) +d(B,C) > d(A,C).

Cse oBe ocobuHe cy HaBese HA (OPMAIHO AePUHUCAHE MOjMa (DYHKIHUje PACTO-
jama, Koja he OuT; ocHOBa 3a mePUHMCAIE IOjMaA METPUUKOT IPOCTOPA.

[IpBU MaTeMaTAYAD KOjU Ce BABIO METPUYKUM IPOCTOpUMa, 610 je Mopuc ®peme?
y CBOjOj HOKTOPCKOj mucepTamuju moj Ha3mBoM O wexum mauxkama GyrKkyuonaame
ananuze’. Osne je Ppeme ne(UHNCAO0 KOHIENT METPUYKUX IIPOCTOPA, JOK CaM HA3WUB

Mempuuky npocmop norude on Penurca Xay3ﬂopcpa3.

CaukA 1: Mopuc ®pemte (neBo) u Penurc Xaysnopd (mecHo)

"Maurice René Fréchet (1878 — 1973), ¢ppanmycru MaTeMaTudap
2Sur quelques points du calcul fonctionnel, 1906
®Felix Hausdorff (1868 — 1942), memauku MaTeMaTHuap



2 OcCHOBHU IIOjMOBU

21. Merpuka u METPUUYKA IIPOCTOP

Mmuormu nojMoBu MaTeMaTHKe, TIOCEOHO MATEMATHUYKE AHAJIN3E CYy yCIENIHO neduH-
KCAHU jep MOCTOjU MojaM O pPacTojamy Ha HEeKOM ckymy. Meby mumMa cy u KOHBeED-
IEHINja, HEIPEKUIHOCT, TPAHNYHA BPEIHOCT (Iae FOBOPUMO O jako MAAOM PACTO-
jamy) — MOJMOBU OJ] KOJUX Ce ToJia3u. Tako ucre oBe MOJMOBE MOKEMO Je(PUHUCATHI
U Ha OAPYTUM CKymoOBuMAa, ocuM ckyma R peasnux O6pojeBa. Kao mrTo je ckym pe-
asHUX OpojeBa OMO OCHOBa 3a MCIUTUBaKE QYHKIUjE jeqHEe MPOMEHJ/FUBE, TAKO Ne
u BuiequMmensuonu npocropu (R") 6utu ocHOBa 3a mepuHUCAHmE IOjMOBA MaTeM-
aTUYKe aHaJu3e Ha (PyHKIUjaMma Buile npoMenmuBux. Cienm medhuHUIIja KOjy je
nao Pperme.

Heomaumuja 1. Hera je X npoussosman’ ckyn. ®yurmmja d : X x X — R koja
3a00BOJbABA 1A 32 CBE X,¥Y, 2 € X Baske ciaenehe ocobune

M1) d(z,y) = 0;

M2) d(z,y) =0< z =vy;

M3) d(z,y) = d(y, z);

M4) d(z,y) + d(y, z) = d(z, 2);

Ha3UBAMO MEMPUKOM WU PACMOjamem Y CKYIy X.

OBa ¢yHEKIMja Ce AKCMOMATCKUA MOTJIa 3aCHOBATHU HA BUIIE HAYWHA, KOju OU Ouan
€KBUBAJICHTHN TPUJIOKEHOM. Y MPUJIOr TOME UIOe W YUILeHUIa na je ocobuma M1
Ha HEKU HAYMH 8uW,ak Yy OBOj Ne(GUHUIUjU jep ce MO:Ke m3BecTd m3 ocrayux. Ilpu-
MeHuMO 1 M4 Ha enemente z,y,x, a norom u M3 u M2: 2d(z,y) = d(x,y)+d(y,z) >
d(z,z) =0, omakxne je (Vx,y € X)d(z,y) = 0. Mebyrum, oBa mepurunmja je mmporo
npusHaTta u kopumnhena y aureparypu. Ocobuny M1 HazuBaMO HEHEraTUBHOCT,
M3 cumerpuunoct, a M4 HejenHaKOCT TpOyriaa, CBe U3 pPa3yMJbUBUX PAa3JIOTA.

Sanemapyjyhu maremartuure nerashe, 3a OWIIO KOJU CHUCTEM IMyTEBa PaCTOjarhe
n3mebhy 1nBe nokamnumje ce Moke mePUHMCATH KAO Oy:KUHA Hajkpaher myTa Koju
moBe3yje Te moranuje. /la 6m TO Ousna u MeTpura, He OM CMEJIU MOCTOjaTH jel-
HOCMepHU nyTeBu. HejemuakocT Tpoyrya roOBOPU O TOME Ia IMyTEBU Ca IPECETAHEM
CUTYPHO HUCY IPEYUIa, Tj. Aa CY TAKBU IIyTEBU CUTYPHO Y KU OO TUPEKTHOT. bumio
KOjU O IpVMMepa HABEIEHUX y OBOM DaIy Ce MOT'Y BUAETU KaO KOHKPDETHA BEP3Wja
oBe nzaeje. Rana nmamo neduHmCcaHy METPHUKY HA CKYILY, MOKEMO NEe(PUHUCATHA U
mojaM METPUYKOT IIPOCTOPA.

Hedpmanmuja 2. Hexa je mat mHempal3aH ckyn X u Heka je d jemHa MeTpPUKA
nepunrcana Ha ToM ckyny. Tana ypebenn map (X, d) HazuBaMoO METPUUKMM IPOC-
topoMm. Hekanma ce, kama ce roBopu O METPUUKOM MIPOCTOPY, HABOIM CAMO CKYII
X u Tana ce pyurmuja d mogpasymena. KieMeHTe METPUYKOT TPOCTOPA HAZUBAMO
MANKAMa AT 8EKMOPUMA.

[Mocrasima ce murame na ju je Moryhe Ha CBAKOM CKYNY IePUHUCATU METPUKY !
Bunehemo kacuuje ma 3a cBaku CKyI yBEK NMOCTOju Oap jenHa MeTpuUKa Koja je Ha

4 .
Osume je nossomeno ma X = (). Ako me 6u 6uno yrmydena osa moryhnocT, oHIA OU CBAKU MyT
Tpebaso MpPOBEPUTH & U je CKyI 3amcTa HempasaH. Rako he y oBoMm pany OuTu moMumaHU caMo
HeIpa3HU CKYIOBU, OBO HUje KJbyuHa unmeHnna u Hehe OuTu Buime moceBGHOr OCBPTA HA BY.



meMy me¢pumHucana. VI3 oBor pasiora je mpaBUIHUje NPU NOMUMLARY METPUUKOT
npocTopa nucatu obe KoMImoHeHTe ypebhenor mapa.

Takobe, kao momarak OBako me(PUMHUCAHO] METPUIU, MOTY Ce NeUHUCATUA U HEKE
Mempure Koje HeMajy HOTIHyH cucTteM on 4 axcuome m3 nedpurmiuje 1, seh camo
Heke on wux. [Ipumepu 3a TO Cy:

e IICcCeyImoMeTpuKa — ociiabiena je ocobura M2, m He BaKU HmEH APYTU CMEp,
Beh camo na je d(z,z) = 0 (makne, n mame je moryhe ma je d(x,y) = 0, 3a
x # y). OHa je jako BasKHA NOIITO WHAYKYje T3B. CeMuHOpMy. 300T TOora ce
YeCTO HA3UBA U CEMUMETPUKA (M Hajbe HUje yCArJalleH HA3WUB, U Pa3IudUTU
ce KOPUCTE Y PA3IUUYATUM OOJIaCTUMA MATEMATHUKE).

e KBa3UMETPUKA — CUMETpUja He Mopa Bulne obase3Hno na Basku. OBaj Tu pac-
TOjara HUje TOJUKO CTPaH y CTBApPHOM cBeTy. Ha mpumep, Ha CKymy TJIaHWH-
CKUX Hace/ba MOXKe ce mepuumcaTu kBasumerpuka. CumMerpuja He BaxKU jep je
Behe pacrojame (y cMuciIy BpeMeHa Koje je moTpebOHO na Ou ce OHO IIPEILIo)
y Ciy4ajy Hemame, Hero y CyIpPOTHOM CMepy (CHIaKeme).

® CCMUMETPHUKa — YEKJalma Ce Heje,ZIHaKOCT TpoyrJia.

22. Hexku KapakTepUMCTUYHU CKYIIOBU Y METPUUYKUM IIPOCTOPUMA

Hepuuamumja 3. Hexa je (X, d) merpuuru npoctop, a € X 1 r mo3uTUBAH peasan
6poj. OTBOpeHa (3aTBOpeHA) KyrJia ca IEHTPOM a4 U IMOJYIPEUYHUKOM T je CKYII

K(a,r) ={z e X|d(z,a) <r} (Kla,r) ={zr e X|d(z,a) <r}).
Hepmuaunuja 4. Cdepa ca HeHTPOM @ TONYIPEUYHUKA 7' jeCTe CKYII
S(a,r) ={z e X|d(z,a) =71}.

IIpuMEP. Y merpumukrom npoctopy R ca cranmapaHo nepuHUCAHUM PACTOjarheM
(B.ctp. 4) kyrma K(z,6) je marepsan (z — 6,z + §). Y merpmukom mpoctopy R?
3aTBOpPEHe Kyrie Cy KPyroBu u cdepe kpysmune, a y RS To cy momre u cpepue
nospmwu, penom. Illto ce Tuue mpocropa R (o xome he 6utwm peun y cexnuju 4)
Ty OBU CKyIOBM MOT'y MMAaTHU pa3He TeOMETPUjCKe MHTEpIpeTaIuje.

23. BeKTOpCKHM IpPOCTOp M HOpMa BEKTOpAa

Y Toky pama O6mhe momeHe y Be3u Ca BEKTOPCKUM IPOCTOPUMA ¥ HOPMOM BEKTOPA,
na je xkopucHo Beh canma y yBomny momcerutu ce medUHUNMjE€ M OCHOBHUX ITOjMOBA
Yy BE3U Ca TUM.

Hedonuunmja 5. Ilon eexmopcrum (Mau auneapHum) TPOCTOPOM HA OUIO KO-
jum mossem K moapa3ymeBamo cBaku CKyn V ca meduHHCAHE OBe onepanuje — cabu-
pame ((u,v) = u+wv, rako xa je u,v,u+v € V) u Mmuoskeme ckamapom ((o,v) = a-v,
Tako na je a € K, u v,av € V), Takse ma 3a cse u,v,w € V u cBe «, € K Bake
cnenehe ocobune:

1) (ut+v)+w=u+ (v+w),
2) v+u=u+v,

3) v+ 0 =w, 3a Heru purcupanu eaement 0 € V,



4) 3a cBako v u3 V nocroju 6ap jemHo x (Koje ce yecto o3HauaBa ca —v) u3 V 3a
koje je v +z =0,

5) alu+v) =au+ av,

6) (a+ p)u = au+ fu,

7) a(fu) = (@B)u,

8) 3a ¢urcupann eixemernt 1 u3 K je lu = u.

EnemenTe BekTOpCKUX ITpocTOopa V 30BEMO BEKTOPUMA, & eJIeMeHTe moJba K craJia-
puMa. IIpu Tome, BekTOp u + v Has3uBaMoO 30MPOM BEKTOpPa U U U, & BEKTOP Qv
IPOM3BOIOM CKajJiapa « u Bekropa v. Mnmak, oBme he Outu peum camo O peaJi-
HUM BEKTOPCKUM MPOCTOPUMA, Tj. IPOCTOPUMA HAJ TMOHEM R 1 aKO ce CHernuduyHo
HE HAIJIACK TO mosbe he ce mompa3ymeBaru. Crenn mehUHUIM]a HOPME BEKTODA ¥
BEKTOPCKOM IpOCTOpPy. by MokeMo cxBaTuTu Kao JyacuHy BEKTOPA.

Hepumuanumja 6. Heka je X Berkropcku mpocrop (Hanx momem R, penmmo) Ha
KoMe je medumucana ¢yurnmja |-|: X — R, ca cremehium ocobunama®

H1) (Vz e X)||z||> 0;

H3

)

H2) [lz]=0 & 2 = 0;
) 3a cBaku ckajgap A 1 cBaku BeKTop x je || Az|= |A|||z];
)

H4) (Vz,y € X)[lz + yl< [l=]+lyll-

Tana 3a pysrmujy ||| kaskemo na je mopma Ha X, a 3a (X, ||-||) kaxemo na je Hopmu-
paH BEKTOPCKU (JIMHEAPHU) TPOCTOP.

Capna HAaBOOMMO jeIHY jeJHOCTABHY, a1 KJbYUHY TEOPEMY 33 IOBE3UBAILE Je()UH-
MCAHUX TIOjMOBA.

Teopema 1. Axo je (X, |-||) HOpMUpaHU BEKTOPCKM IPOCTOP, OHJAA je (QYHKIUja
d: X x X — R nepunucana ca

d(z,y) = ||z -yl
merpuka Ha X. Camum tum je u (X, d) jengan MeTpuyky mpcoTop.

Loxas. Ocobune M1 u M2 cnene n3 nedpununuje mHopme. Y 6anyjyhu A = —1y
H3, 3akmyuyjemo na je ||z||= ||—=z||, omakxe je 36or ||z —y||=|—(z — y)| noxazano
u M3. 3a M4 nmorpe6uo je morazatu ||z — z||< ||z — y||+|ly — 2|, mTo caemu npu-
Memyjyhu H4 ua Bektope x —yu y — 2. O

24. Hexka cBojcTBa MEeTPUUYKUX MPOCTOPA

Cana hemo u3BecTu Heke KOpUCHE ocobumHe MeTpuukux mpocropa. Ocobuna M4
ce jeHOCTABHO MOKE TEHEPAJU3OBATU Y T3B. HeEJeOHaAKOCM MHO20Y2AG, Tj. BaKU
caencha

Jlema 1. Y cBakom Merpuukom npocropy (X, d) Baxku Heje HAKOCT MHOTOYTIIA,
Tj. Vx1,29,...,25n € X, n > 3 je UCHYHEHO

d(zy,x9) + d(x2,23) + ... + d(xp_1,dy) = d(x1,zy).

5 . .
oBze je ca Ry o3HaueH ckyn HeHeTaTWBHUX peasHuX GpojeBa



Loxasz.  Ilora3zyjemo 0By Heje IHAKOCT METOIOM MaTeMaTUYKe MHAYKINUje 0 OpOojy
Tayaka. 3a n = 3 3HAMO [a je TauyHa [0 aKCMOMW, M TO HAM je yjemHo m 0a3a WH-
nykmuje. IlpernocraBuMo na 3a merko k € N u Ouio koje Tauke T, %2,...,~T; CKyIa
X Baskm mejemuaroct d(x1,x2) + d(xe,x3) + ... + d(xg_1,d) = d(z1,zr). Loramummo
a OHAa Bayku U 3a 0uio kojux k+ 1 rauvaka. MIzabepumo npousBossHUX k+ 1 Tavaka
T1,22, ..., Tk, Thtl € X U IPUMEHVMMO MHAYKTUBHY XUIOTE3y HA TAYUKE X1,TL9,...,Tk-
Honajyhu cabupaxk d(x, rx11) Ha 06€e cTpaHe IPETXOIAHE HejeIHAKOCTH U KopucTehn
6a3y wmgykuuje, nodujamo d(xi,x2) + d(xe,z3) + ... + d(zk, vry1) = d(xi,zr) +
d(zk, Tg41) = d(z1,Tk41), WTO je n Tpebano mokaszaru. (I

Jlema 2. Axo je (M,d) merpuuku mpocTop, OHZA je 3a CBaKU HempasaH CKYyI
K c M, rakobe u (K, d) merpuuku mpocTtop.

lloxas. Kako je Vx,y,z € K = z,y,2z € M, ouna cBe 4 ocobune merpure d
he Baskut; Ha ckyny K, xao mro Baxke m ma M. Kaske ce jom m ma je uzBpmieHa
pecrpuknuja Ha momeny ca M ma K. (O

Jlema 3. Hopwmwupan merpuuku npoctop (X, d) oborahen mopmowm ||| uma mo-
naTHe ocoOMHE TakBe ma je 3a cBe I,%,2 € X u k € R ucnymeno

1° d(x + z,y + z) = d(z,y),
2° d(kx, ky) = [kl|d(z,y),
KOje 30BEMO PEIOM MPAHCAAMOPHA UHBAPUJAHIMHOCT U TOMOZEHOC.

Uokas.  3a 1° mmamo Hu3 jemuaxoctu d(x+z,y+2) = |[(x+2)— (y+2)||= ||lz —y|=
d(x,y), a 3a 2° d(kz, ky) = ||(kz) = (ky)||= lk(z = y)[|= [kl = yll= [Fld(z, y). O

OsBe ocobuHe yak HU HEMajy CMHUCIA y OMIO KAKBUM METPUUYKUM IPOCTOPUMA,
jep je uecto OecMUCIEHO cabupaTy TAauke WM MHOKUTU KX CKaJapoM. AKo je
X HOpMUpAH METPUYKM NMPOCTOP, YBEK KOPUCTMMO METPHUKY KOja je MoBe3aHa ca
HOPMOM, OCHM aKO ApyTraduje HUje HarjamleHo.



3 Heku npumMmepu MeTpUUYKMX DpPoOCTOpa

Canma cimeme HEKM YBOIHU W 3aHUMJLUBU NPUMEPU METPUKA U METPUUKUAX MTPOC-
Topa. Ilocane naBohema onmpebenor mpumepa ycienuhe u moka3 Oa je HAIIOMEHYTa
CTPYKTYypa 3aucta MeTpudku npocTtop. To he Outm yuyumeHo je AHOCTABHO TPOBEP-
aBajyhu yetupu ocobmue HaBeneHe y nepunnnuju ¢yHkuje pasznasuae. Hapasuo,
KakKo he ce m mcmocraBuTy, ocobuHa Koja he ce HajTe:ke mpoBepaBatu je M4.

31. YBomau mpumMepu

IMTpuMEP 1. (uckperna merpura) Merpuka nepunucana Ha 6UI0 KOM CKYILY
X ma cinenehm mauun
1, zax#y

d(z,y) = 0, saz—y

Ha3uBa ce Juckpemma mempuka. OUUTIETHO Cy 3aJ0BOJLEHE CBE UYETUPU OCOOUHE
u3 neuHUIMje, Ia je OmpaBIaHO KOPUCTUTH ped MeTpuka. Mlako Ha IpBuU moriesn
neayje Kao TPUBUjaJHAa, OHA je jaKO BasKHA jep MO:Ke OMTU 3aCHOBaHA HA OUJIIO KOM
ckyny. CmenujasHo, OBO TOKa3yje Ma 3a OUII0 KOjU CKyN MOCTOjU METPUKA KOja My
je mpuBpKeHA.

Cana hemo mpohu kpo3 jenan BeoMma je THOCTABAH U UHTYUTUBAH IPUMED, TTOMEHYT
Y YBOIHOM ey pamna. Pamm ce 0 METPUIM KOjy MO3HAjeMO W KOPUCTUMO, ajau y
jemnoj mumen3uju. Ona he racHUje OHUTM cmemumjangaH ciaydaj paMuUiInje METPUKA

RE .

I[TpuMEP 2. Hexka je ¢pyurumja d : C — R mara ca d = |z — y|. Tana je (C,d)
jeman merpuuku npocrop. (C je ckyn kommiexcaux Gpojesa, C = R x R)

Zoxas. CsojcrBa M1, M2 u M3 canene u3 came medpunumnuje. Ocraje ma qOKaKEeMO
[l 3a IPOU3BOJbHE KOMIUIEKCHE OpojeBe T, y, z Basku |x —y|+|y—z|> |z —x|. ¥YBonehu
cMeHe a =x —y u b=y — z, HejenHAKOCT ce cBomu Ha |a|+|b|> |a + b|. Cxsarajyhin
KOMILJIEKCHE OpOjeBe KaO BEKTOPE y KOMILJIEKCHO] PABHM MOKEMO YOUUTHU O3 TadKe
0, a uw a+0by T0j paBEHM 00pa3yjy Tpoyrao ca crpamunama a, b u a + b. [lpu-
Memyjyhu HejenHAKOCT TpoyTria (€yKIUACKU) HA Taj TPOyrao QOOUjaMo TpaskeHy
Hejenaakoct. (1

ITpuMmEP 3. Ilo3utuBHM peasHu OpoOjeBU ca METPUKOM AeDUHUCAHOM Kao d =
[log(x/y)| uune jeman meTpuyk:r TPOCTOP.

Zoxas. Hajupe BuayMo na je momyorapuTaMCKy M3pa3 yBEK Ne(UHMCAH, KaO
u na je ocobmua M1 oumrsenno tauna. 3a M2 uMamMo HU3 eKBUBaJIeHIUja d =
0 & log(z/y) =0« z/y =1< =y U3 log(z/y) = —log(y/z), cmemm M3.
Hokazahemo cama M4. Kopucrehu log(x/y) = logz — logy, kao m HejemHarkocT
Tpoyria us Ha 6pojese (log z—logy) u (logy—log ), noGujamo [log(z/y)|+[log(y/z)|=
llog x — log y|+|log y — log z|> [log x — log z|= |log(z/2)|. OBuMme je moka3s 3aspiuen. [

ITPuMEP 4. (Ilomrancka merpuka) Heka je S mexu crynu f : S — R dpynrnuja
KOja y3uMa BPEIHOCT HyJa HajBuile jenHoMm. Merpura nepurmcana ca

@)+ fly), saz#y

d(z,y) =
0, 3a T =1y

HA3UBa ce nowmancka mempura (Takobe cy decta uMeHa MEMPuUKa OPUMAHCKE
acenesnuue uma SNCF® mempuxa). ViMe anynupa Ha TO ma myTOBama BO30M (WiIu

6 s sy . . . .
Société Nationale des Chemins de fer Francais, Ppanmnycka HarmuoHa Ha ;KEJIE3HUYKA KOMIAHU]a



OMCMa) 4ecTo y CBOM myTy uay npeko Jlonnona uam [lapusa He3aBUCHO O HUXOBE
Kpajme mectuHanuje. Pacrojame je mpukazano kao 306up ABa HeHeraTwmBHA Opoja —
OBa pacTojama. JeqHo MpencTaBiba pPacTOjalme O MOJIa3He TauyKe MO IPEKPETHUIlEe
(JTowmon, ITapus, ...), a npyro omarie no mmma. okazaliemo ma je oBo 3amcra
MeTpPUKA.

ﬂ\/f\
CnukA 2: I'nmapue skene3nnuke auauje y Ppanmyckoj 1856. ronume

Loxas. Ocobune M1 u M3 cnene u3 mnedununuje. IHorkazahemo M2 canma. Ia
6u Bazkuio d(z,y) = 0, mopa 6utu (360r meneratusuoctu) f(x) = f(y) = 0. Kako y
HajBUIIE jeqHO] TAYKM OBa (YHKIMja y3MMa BPETHOCT HyJa, TO MOpa Outu x = y.
Ipyru cmep cnemu u3 gedpununuje. Illto ce Tmue M4, noBosmuO je ma 3a mehycobuo
paznuuure Tadke no nepuHANMjU pacuumeMo d(z,y) U KOPUCTUMO HEHEraTUBHOCT.
Bax #y # 2z # xjeday) +dy,2) = dx,2) & f(x)+ fly) + fly) + f(z) =
f(z)+ f(z) & 2f(y) = 0, mro je Tauno. Cuyuaj = z je ounrienas, a ako 6u GuIo
xr =1y, ogna d(x,z) > d(x,z). OBum je moka3 3aspmen. O

ITpuMEP 5. Konnenr EpILOH_[eBOF7 6p0ja8 HaBOAU Ha nepUHUCAIE METPUKE HA
ckymy cBux Maremaruyapa. Heka cy x u y nBa npousBomua Maremarudapa. ledun-
UImeMo pacTojame d Kao

)
0, zBazxz=y
1, ako cy capabuBaau x u y
n,  akKo MOCTOje MaTeMaTUdapu ai,...,0n—1 (1 = 2) Tako na je HU3
d(z,y) = .
{z,a1},{a1,a2},...,{an—1,y} Hajepahn moryhu, rge cy y carom
KOpaKy ynapeHa ABa MaTeMaTudapa KOju Cy OWJIM capa,THUIN
00, AaKO T # y W He MOCTOjU TAKAB HU3

"Paul Erdésh (1913 - 1996), mabapcku MaTemaTuaap

8EpﬂomeB 6poj ommcyje mHajrpahe romaboparuBHO pacrojame mamebhy ocobe m mMaremarmuapa
[Tona Eppmoma MmepeHo mo ayTopu3anuju HaydHUX pagoBa. EpIom je 3a BpeMme CBOI ;KUBOTA yU-
ecTBOBao y m3pamu oko 1500 pamosa ca 511 muperktnumx capanmuauka. Ouu mmajy Epnomes Opoj
jemnar 1. Jbymu xoju cy capabuBanm ca mwuMma, anum #He u ca EpmomoMm auyHO mMajy O6poj 2, uTh.
[Tocroje cnuuno medurrcany OpojeBU U y APYTUM HAYYHUM OOJIACTHAMA.



HAanmoMEHA. OBa MeTpuKa ce JIaKO TeHepaju3yje Ha OuIo KOju HeyCMepeHU
rpad, Tako na je pacrojame maMehy nBa uBopa ycTBapu Ay:KUHA MUHNUMAJIHOT
myTa O jeIHOr OO APYTOr YBOPA.

Takobe, 3nak oo je cyBuman y 0BOj medpuHunuju (1 mpasu mpobieMm jep ce He
yKJIama y pacrojame kKoje je peasan 6poj). OH ce MOkKe 3aMEHUTH JOBOJLHO BEJIUKAM
6pojem M, rme je M 6poj cBUX MaTeMaTHyapa KOjU Cy MKAIA KUBEIU (3HAMO na
je Taj 6poj koHauaH, ma camMuM TuUM u peatnan). OBume ce o06e3bebyje na je M
curypHo Belie o1 CBUX pacTojama KOja Ce YKJAIAjy y CTaBKY 3 mepuHUNEIjE, TIa
caMUM THUM CBaKa ABa MaTeMaTUdapa Koja Cy IMOBe3aHa MMa]y PacTojame Mame O
M. To je 3aT0 mTO 32 CBaKa ABA MOBE3aHA MATEMAaTUYAPA, MUHUMAJIHUA IIYT KOJU UX
claja CUTYPHO HE MPOJa3u ABa IMyTa KPO3 MCTOr MaTeMarudapa. ¥ ToKa3dy hemo
KOPUCTUTU OBIE HaBeneHu Opoj M.

[okas. Ocobune M1, M2 u M3 cnene u3 mepunuimje (ako je mareMaTuyap
X capamHUK ca Yy, OHZA je U Yy capamHuk ca z). Heka cy x, y u z IPOU3BOJLHU
MareMaTAYapu M JOKa:kUMO na Baxku d(x,y) + d(y,z) = d(z,x). Aro, 6e3 yman-
jema ommrocTH, T W Yy HUCY moBe3anu, ouma d(x,y) + d(y,z) = M > d(z,z). Ao
ce mokmnanajy, tj. * = y, ouma d(x,y) + d(y,z) = d(y,z) = d(z,x). Hera cy cana
oba mapa ca JeBe CTpaHe HEjeTHAKOCTH MoBe3aHa. Heka Cy T W Yy MOBE3aHU Kao
{z,a1},{a1,a2},...,{an-1,y}, aym z kao {y, b1 },{b1,b2},...,{bn_1,2} (oBIE CE yRIBY-
uyjy W CIydajeBM KaJa je HEKO O] pacTojama 1, camo Tana omrosapajyhm a; u b;
mehe Gutu morpebuu, Beh mmamo muperTHy Be3dy). YOouuMmo Be3y KOjy mobujamo
HaNOBe3UBameM oBe mse {x,a1},...,{an—1,y},{y,b1},...,{bn-1,2}. To 3mAUN na cy
X ¥ z TOBe3aHW U Aa je TO jenHa Besa MeDy muma, myskuse d(x,y) + d(y, z). Kako
je d(z,r) muanManHO pacrojame uaMeby maremarnuapa z um T, OHZA je CUTYDPHO
d(z,z) < d(x,y) + d(y, z), mro koMmIIeTrpa gokas. 1

I[TPuMEP 6. (p—amuura meTpuka), eur. p — adic metric. Heka je p mpousBosban
npocT 6poj. 3a Ipou3BOJbHA JBa Iesa Opoja m U n AeGUHUIIEMO pacTojame d, Kao

0, 3am=mn
dy(m,n) = 1

m, 3apr|]m—n

Tana je (Z,d,) merpuuru mpoctop. (Ozmaka rauno memu a’ || ¢ smaun na a’ | ¢ u
b+1
a’ fe)

Joxas.  Ocobune M1, M2 (momro r > 1) u M3 caene n3 nepuaunmje. Ocraje na
MOKA;KEMO HejeIHAKOCT TPOYTJa, Tj. Ja 3a NPOU3BOJLAH P IMPOCT U CBe m,n,l € Z
Baskn dp(m,n) +dy(n,l) > dy(l,m). Axo 6u 6uno m = n (ue rybehm ma ommrocrnu),
ougna je dy(m,n)+dy(n,l) = dy(n,l) = dy(l,m). Kana je | = m, cBoanu ce Ha dp(m,n)+
dy(n,1) > 0. Hera cy cama csu pazmuuutu y maposuma. Hexa p® | m —n, p* | n —1
1 a < b. Sammmumo m —n = p*A u n — 1 = p’B, rue pt A, B. Ouga umamo m — [ =
p*(A 4 p*~®B). Onasze ciemu zma je cremen Gpoja p Koju mems m — | 6ap jemHax

a. To 6u 3maunno na Baxu dp(m,l) <
1 1 1
+ = P>
a+1 b+1 a+1

Pt Konauno nmamo dy(m,n) + dp(n,l) =

dy(m,1). O

OBaj mpumep mOKa3yje ma ce MojaM METPUYKUX MIPOCTOPA MOYKE YBECTU U Y
obmactu momyT Teopuje 6pojeBa, rae ce Kao Takas He ouekyje. Takobe, oBa meTpura
ce MOKe IPOIMPUTH M Ha CKYI CBUX PalWOHAJHUX OpojeBa ca omrosapajyhowm
HOpMOM. Be3ano 3a 0By mMeTpuka ce gepununty u 6pojesu oBor tumna (enr. p — adic
numbers) KOju UMajy MUPOKY IPUMEHY Y NEKOAMpamy KOHrpyeHruja. Ha npumep,

10



OHU Cy HAIIJIX U CBOjy IPUMEHY y HO3HATOM HOKazy Beauxe Pepmaose meopeme on
crpame Exnpya Bajxca’.

32. TakcureomerpujcKka MeTpPUKA

Takcureomerpuja je reomerpujcka Teopuja pa3Marpana on crpane Xepmana Mwuu-
roBcror'? y 19-om Beky. Y B0j je crammapIHo pacrojame EykmmmoBe reomerpuje
3aMEHEHO HOBOM METPUKOM (TAKCUTEOMETPHUjCKa METPUKA) y KOjOj je pacTojame
n3mehy ABe Tauke cyMa AalCONYTHUX BPETHOCTU BUXOBUX JleKapTOBUX KOODAU-
mara. OBa MeTpUKa je joIl mo3HaTa U Kao di pacmojame, It nopma (B. cexnnjy 4),
pacmojame zpadckur baoxosa, Menzemn pacmojawe mau Menxemn 0yxcuna, ca Oaro-
Bapajyhum Bapujamujama y nMmeny came reomerpuje. Crnenn nepuuUIja METPUKE
npenjoskeHe ol crpaHe MUHKOBCKOI KOja je OCHOB 3a TPAIUNMOHAJHY TAKCUTe-
OMeTpujy.

Hedpmuannuja 7. Taxkcureomerpujcko pacrojame dy mamebhy nBe Taure X =
(x1,...,2p) 1Y = (y1,...,yn) npocropa R" nepunumemo rao

n

dy = Z\iﬁz — Yil.

i=1

OBakBa TaKCUI€OMETPHUja Ce HA3UBA HEeNpeKudHa UIN KOHMUKYAAHG. Y CIYYajy
na je ymecto ckyna R 6wo ckyn N mnm Z (nmo memm 2, oBo he ocraru MeTpuyry
npOCTOP), Takcureomerpuja ou 6umna duckpemna. Y crsapu, moryhe je medpuaucaru
takcureomerpujy Han ckynom K", rme je K C R. lokasumo ma OBO 3amCTa jecTte
METPUKA.

Lokasz. Ocobune M1 n M3 cuene u3 nepuunnuje. dy = 0 < (Vi € {1,2,...,n})x; =
Y & ¢ =y, na je u M2 nokazano. [IITo ce Tuue HejeqHAKOCTU TPOYTJIa, JOBOJLHO je
CyMMpATH CBE HejeIHaKOCTH o0mumKa |r; — ;| +|y; — 2> |2 — 2, 3a i € {1,2,...,n},
rIe je OBa HejeQHAKOCT OYUIJIeNHA MOCIEIUIla HejeTHAKOCTU Tpoyriaa. [

3a n = 1 dopMmyna ce cBOOM Ha CTAHAAPAHO EYKJIUACKO PACTOjAIE Y jeIHO]
AUMEH3UjU. 3a OBe OUMEH3Wje, Tj. y CIydajy Kaza je n = 2, GpopMysa Takcure-
oMmeTpujckor pacrojama usmeby rauvara X = (z1,22) u Y = (y1,y2) nma obauk

dy = |z — y1|+|z2 — yal.

UNneja uza oBe ¢popmyrne pacrojama je ma Hajrpalie pacrojame m3meby nBa
objexkTa He Mopa 00OaBe3HO OWTM HpaBa JUHUja, BeNl MO XOPU3OHTAJIHUM U BEP-
TUKAJHUM JUHUjaMa, Ka0 IO yJIWIaMa CaBPIIEHOT rpana rae 6mu mHadye MOpao Oa
nne takcu. OTyna TOTUYE OPUTUHAIHO UME 33 OBY T€OMETPU]Y.

Hama umena, monyr MeHXeTH pacTojama WM PACTOjame T'PAICKUX OJIOKOBA,
asyampajy Ha oOJUK Mpeske Kojy mpase Behuua yauma octpBa Menxern. OBakas
cucTeM yJHWIa y3POKyje ma je mHajrpahe pacrojame kKoje ayTto mopa ma mpebe
u3smebhy mBa mecra jemHako Opojy packpcHuia maMehy mux. OBakaB myT CBAKAKO
HUje je IMHCTBEH, ITO je U IPUKA3aHO HA CINUOU 3, TAE CY IPBEHOM, IIJIABOM U 3Ky TOM
M3JI0OMJHEHOM JIMHUjOM IpUKa3aHa caMoO Tpu on MHOro Moryhux myreBa mameby mBa
Mecta. MenxerH pacrojame je dy = 646 = 12. Y EykaunoBoj reomerpuju, mocToju
jemuucTBen Hajkpahwu nyT uameby nBe Tauke (3eseHa auHUjA) Uy OBOM Clydajy je
Iy KHE 612 ~ 8.48.

°Sir Andrew John Wiles (1953 — ), Gpuranckn MaremMaTudap
'Hermann Minkowski (1864 — 1909), nemauky MaTreMaTUIap
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CaukA 3: llpukas Bume MenxeTH pacTojama U jeMHCTBEHOT KyKaumoBor

Cana hemo Bumeru mo uvemy ce pasiukyjy Bell momenyte kpy:kuuie (cdepe) y
OBe OVMeEH3Uje y TakcureoMeTpuju y onnocy Ha Eyrmaunosy. Ilpe cBera, jeqnaumua
Kpy’KHUIE y KoopauHaTHOM cuctemy xOy ca menrpom y (o, yo) je [T —xo|+|y —vo|=
r. Heka je reomeTpuja KOHTUHYAJTHA, a KPYKHUIA MOJIYIPEYHUKA I U CA EHTPOM Yy
O. Tana ce jequauyuna KpyskHULE cBene Ha |z|+|y|= r. Hakie, y nuramy je kBagpar
crTpaHuue V2, 3apOTUPAH OKO LEHTPA 38 yrao m/4. Cruna oBor pesyirara 3a ABe
muckpere (peby m rymliy) u HempermgHy MeTPUKY je IpUKa3aHa Ha cuauiu 4.
Bumumo na je 3a kpy:KHUIly TOJSYIPEYHUKA T, HbeH o0uM jenuak 8r. To Ou 3HaYMIO
[a je TeOMEeTPHUjCKU aHaJor Opojy m y Takcureomerpuju 6poj 4.

& &
O i
L L L &
L @
[ ] L o & o ®
» ®
L L & ®
o ®
& ®

CnuKA 4: Kpyskaulle y IUCKPETHUM U KOHTUHYAJHO] TAKCUTE€OMETPU)jU

Y maxy, pacrtojame maMmeDhy mospa Ha TabJIM 3a TOMOBE Ce MePU AUCKPETHUM
MenxeTH pacTojameM re TOCMaTPaHU CKYI IPEICTaB/ba CKYI MOJha Table.

(S
—~
N =g~
=
Mo

CnuEKA 5: MenxeTH pacTojame 2 Ha MAaXOBCKO] Tabiu
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33. UeOumeBJsbeBa METPUKA

Yebumesmesa merpuka (doy Mempura (B. cekuujy 4), Makcumaiha mempura) je
MeTpuKa AepuHUCAHA HA BEKTOPCKOM mpocTopy (oBme R™) rae je pacrojame uzmeby
IIBe Tauke MPeACTaBJHeHO KAO0 MAKCUMYM OJ CBUX DAa3JMKa (GOPMUPAHUX IO KOOP-
muraraMa. Hassama je no I1. UeGumesy't.

Hepuuunmja 8. YebumesmeBo pacrojame do nedpunucano va crymy R uzmeby
rauaka X = (r1,22,...,2p) 1 Y = (Y1,92,...,Yn) j€ OaTO Ca

do = 112%)% |zi — yil.

JorasxkmMo na je OBO 3aMCTa METPUKA.

Loxas. Ocobune M1 u M3 crene muperrHo u3 gedpununuje. 3a M2 mmamo Hu3

exkBuBaseHnuja dog = 0 < Juax lzi —vyi|l =0« (Vi€ {1,2,...,n})z; =y & ¢ =
<i<n
y. YBemumo tpehy rtauky kao Z = (z1,29,...,2,). Ocraje ma ce mokaske ma je

max |z; — y;| + max |y; — z;| > max |x; — z;|. Herka je m omaj unmekc 3a koju je
1<ign 1<i<n 1<i<n

nuspa3 |r; — z;| makcumanan. Tana mMmamMo ma Baskm max |r; — y;| + max |y; — 2| >
1<i<n 1<i<n

|Tm — Ym |+ |Ym — 2m|Z |Tm — 2m|= max |z; — z;|. locnenma HejenHakocT je mocJen-
1<i<n

una HejemHakocTu Tpoyriaa. OBUM CMO HOKa3aJu Oa je (R",dc) jemaH MeTpUYKU
npoctop. O

Kao u Kox TakcMreoMeTpujCcke METPUKE, PA3IUKYjeMO Juckpemue M HenpexuoHe
UebumesmeBe MeTpuke. Y ciaydajy jenHe muMensuje ¢popmyra ce cBomu Ha Ey-
KJINAOBO pacrojame (mpumep 2). 3a ciyuaj aBe IUMeH3Mje (pOopMyJa pacTrojama
m3meby ravaka X = (z1,22) u Y = (y1,y2) riuacu

dc = max{|z1 — 1], |22 — y2| },

7 Kao TakBO mMa HajBehe mpumene. UebumeBmeBo pacrojame je Takobhe mo3naTo
1 Kao waroecko pacmojawe. OBO pacrojame m3meDy mBa mospa IMaxOBCKe Tabiie
(ysumajyhu nma cy mosba jequHuuHA) IpeACTaB/ba MUHMMAJIHU OPOj HOTE3a Koje
KpaJb MOpa Ia HaIlpaBU Oa Ou mpemao ca jemHor Ha apyro. Ha mpumep, pacrojame
usmebhy 6 u €2 je 4. Humke je mpukasana crannapaaa tabna 8 X 8 u YeburieBmeBo
pacTojame CBaKOr moJha of mosna f6. I pacTtojame koje Kpasburia mpesasu ce Mepu
Ha OBaj Ha4YWH.

| B S T N T o s ]

CHUKA 6: YebumesmeBo pacTojame CBAKOT mosba o {6

11Hachytl:I/n/I JIpBoBuu Yebnmmes (1821 — 1894), pycku Maremarudap
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Nsraen kpyskuuna y oBoj (HEIPEKUAHOj) METPUIM HUj€ TEIKO YTBPIUTH. Y OUNMO
kpyskHuy ca unedrpom y (0,0) u moamynpeunvka r. Hbena jemmauumna y Ilekap-
TOBUM KoopauHaTama raacu max {|z|,|y|} = r. Bumumo na he Tto 6uru kBanpar, ca
CTpaHMIAMa [IapaJjeJHUM KOODIMHATHUM OCaMa MW LIEHTPOM y LEeHTPY KpPYKHUIE,
ca cTpaHunoMm 2r. EXKBUBaAJEHT y OTUCKPETHOj METPUIM j€& OUUT, U MOKE Ce BUAETU
y mpuMmepy ca maxoMm Ha caumu 6. Chepa y Tpu aAuMeH3Uje je KOIKa, Yrja je CBaKa
CcTpaHa HODMaJHA Ha OAroBapajyny KOOpAMHATHY OCy, OOK ce cepe y BUIIE Iu-
MEH3Uja HA3UBAjy TUuneproyre.

IIBonmmen3uono MenxeTH pacTtojame Takohe umMa Kpy-KHUAIE (Tj. IIBOVIMECH3UOHE
cpepe) y popmu kBanpara. Ha Heku HaumH ce paBaHCKO YebUIIEBILEBO PACTOjakhe
MO’Ke CXBATUTHU KAO €KBUBAJIEHT MeHXeTH pacrojamy ca oarorapajyhom poranu-
jom (3a yrao m/4) u cramupamenm (ca xoeduuujentom v2). Mebyrum, oBa exBuBa-
JIeHNIja ce He TeHepaJu3yje Ha Bume muMmen3uja. ChepHa moBpm GopMuUpaHa Ko-
pucrehu YebumesBmeBo pacTojame IpeacTaB/ba KOIKY, YMja jé CBakKa CTpaHa HOP-
MaJIHa HA jeqHy Oon roopawHAaTHUX oca. Ca apyre crpane, chepHa TOBPII GOPMU-
pana ropucrehu MenxerH pacrojame je OKTaemap.

Y reopuju heaujckuz aymomama nosmba Ha Menxern pacrojamy on 1 (kpyskHUIA
noJynpednrka 1) mpencraBibajy (GOH Hojmanos'? xommunyk. Crudno, Ha Kpyk-
HUIA MOJTynpednnka 1 Mepero YebuimeBibeBuM pacTojameM Haaasn ce Mypos'?
roMmuiyk. Ha caumnu 7 ucmon Mmory ce BumeTu npumepu ob6a kommuiayka. [IpBenom
bojoM je o3HauveH oaroBapajynu KOMIIMIYK IJIAaBOL IIOJbA.

CnugrA 7: ¢por Hojmaros (seBo) m Mypos koMmuiayk (IecHO)

2John von Neumann (1903-1957), mabapcrko—aMepuukn MaTeMaTAIAD
13Edward Forrest Moore (1925-2003), amepuyky MaTEeMATAYAD
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4 Merpuukn npocropu R}

Kao mo je Beh momenyto y yBomuom memy, ckyn R" ca omrosapajyhum pacro-
jameM je jako buraH u m3Mely OCTAJIOr YMHU OCHOBY 3a aHAJU3y (YHKIUja BUIIE
npomenssuBux (Kojom ce opme mehemo Gasurm). IlltaBume, pamMunauja MeTpUUKUX
IpocTopa Koja mera o0yxBara je BeoMa MUPOKa U CAIP/KU TeHepaIn3anujy 3a 6poj
AUMEH3Uja, KOja je JIOTUYHO HAMETHYTa, Ka0 U yBODHeme HOBOI mapaMeTpa, PeaiHorT
Oopoja p > 1. Ila GucMo JakKIIe HACTABUIM IPUUY, Hajupe hemMo ce OCBPHYTH Ha OC-
HOBHE TIOjMOBE KOju he OuTu kopuirhenu, Kao U JOKa3 jeIHe HejeIHAKOCTU Koja he
OuTH On KPpYIUjaJHOT 3HAYAja 34 IMOCTOjame OBAKBUX METPUKA.

41. Hejemaakoct MuHKOBCKOT

MNako je oBa HejemHakoCT BeoMa IO3HaTa (KAO U OCTaJe OBJIe HaBeneHe) Oulie
nponpahena MOKa30M pagu KOMIUIETHOCTUA OBOT onesbka. Hajumpe hemo mokazartu
HeKe moMONHe HejeTHAKOCTH Koje Nie MOCIY:KUTU KA0 OCHOBA 3a JIAKIIE NOKA3UBAE
TpaskeHe HejeTHAKOCTU.

1 1
Teopema 2. (JaHFOBa14 Hejemuakoct) Ako jep>1,g>1, —+— =1 wu ako cy
P q

U W ¥ HEHEraTUBHU PeaJHU 6p0jeB1/115, Taga je

uP e
u < — + —.
p q

JemmakocT Basky ako m camo ako je uf = v,

Joxas.  Ilocmarpujamo ¢ysrmmjy f(z) = o, € R 3a merko a > 1. Wzpauy-
nasamo f”(z) = (a®Ina)’ = a®In?a. Kaxo je f”(z) > 0 3a cBako r u3 ZOMEHA, OHIA
je pyuruumja f(z) crporo kousekcHa Ha R. Ilo meduHMnmMju KOHBEKCHE QyHKUUjE, TO
Ou 3HAUYMIIO Ha je 3a CBaka OBa peaJiHa Opoja T1 U Ty U CBAKa ABA HEHETATUBHA
Opoja A1 m A2 3a Koje Baxku A1 + Ao = 1 mcmymeno

a)\1z1+>\21‘2 < Alazl _|_)\2a$2
OpU YeMy jeTHAKOCT BasKM aKO W CaMO aKo je x1 = xo miau A1y = 0. ame, Heka
1 1 1
cy p u q peannu 6pojesu Behu on 1 3a koje je — 4+ — = 1. Taga 6pojeBu \; = — u
p q p

1 . .
Ao = — 3aI0BOJLABA]Y YCJIOBE HEHETATUBHOCTU, KA0 U A1+ Ao = 1. Ako y mocienmoj

A2x2

HEjeTHAKOCTU YBEIEMO CMEHE U = My =a , mTobuheMo HejeTHAKOCT KOjy

je Tpebaso mokaszaru. JeIHAKOCT Basky aKO M CAMO ako je (IOIITO CUTYPHO BarKu

Ay #0) wP =21 0

HanmoMEHA. OgBo je camo jeman ciaydaj JaHroBe Heje IHAKOCTU Kana je p,q > 1.
Takobe, 0BOj canuna jemHakoCT Bazku (CAMO je 3HAK HEjeqHAKOCTU OKPEHYT Ha
Ipyry cTpaHy) u Kana je (6e3 ymamema ommroctu) 0 < p <1 u ¢ < 0. OBo Baskm
U 3a HejeTHAKOCT (popMyImcaHy y cienehoj teopemmu.

1 1
Teopema 3. (XeJI,Z[epOBa16 Hejemuakoct) Heka jep > 1, ¢g>1, —+—-=1mu
q
HEKA CY X1,...,%n,Yl,---,Yp MO3UTUBHU peasau OpojeBu. Tama BaKy HEjeTHAKOCT
1/ 1/q

n n p n
D q
=1 i=1 =1

"William Henry Young (1863 — 1942), eHrmecku mMareMaTmaap
1% oBaKBU BPOjEBH P U ¢ YECTO CE 30BY CHPETHYTH MHICKCH
50Otto Holder (1859 — 1937), Hemauky MaTeMaTHUap
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$p xp $p

. ]_ 2 n

JemHakocT BaskM aKO M CaMO aKo je — = — = ... = —
1 2 Yn

x
3aMeHUMO J1 y JaHrOBOj HEjeOHAKOCTH M3 TeopeMme 2 u = “Emw = %, 3a k =
1,2,...,n nobuhemo
wye Lom 1 Y
XY “p Xp ¢ Y
omakie cymupajyhu mo k caemu cieneha mejemHaxkocT
R JR— R 1
p q _ _
ﬁle‘%\ﬁzxk—i—ﬁ Z/k—*-i-&—l
k=1 k=1 k=

Omatie cienu HejeIHAKOCT Z ziy; < XY, Kojy je u Tpebaso mokaszaTu. JemHaKOCT

k=1
. TE\P Y\
BasKM aKO U CaMO akKo je 3a cBako k € 1,2,...,n UCOyHmEHO ~) = \¥)> ITO Ce
&l zh
CBOAHHa—q:—q:...:—q.D
Y1 Y Yn

Korauno nmosnaszuMmo 1o HejeqHAKOCTH KOja HaM je nmorpebHa, a KOjy (popMyJiuine
caeneha

Teopema 4. (Hejemuakoct Munkosckor) Heka je p > 1 mpousBosman peasan
OpOj ¥ HEKA CY T1,...,Tn,Y1,- -, Yn TO3UTUBHU peasHu OpojesBu. Tama Bayky Hejem-

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z(xk + yk)p> < (Z xi) + <Z yi) :
k=1 k=1

HaKOCT

k=1
. X1 ) Tn
Je,HHaKOCT BaiEMM aKO M CaMO aKO J€ — = — = ... = —.
A Y2 Yn

Jloxas. Pazbujmo cymy ca JjieBe cTpaHe Ha IBe CyMe Ha cienehu HadwmH

n

n n
> (ke ue)’ =) wnlee +u)? Dyl + k)
k=1 k=1 k=1
[Tpumenom XennepoBe HejeIHAKOCTU HA JIEBY O OBE IBe cyMe, nobujamo (peasan

1 1
Oopoj q je ompeben ycmoBom — + — =1, 1j. ¢ = P oHzIa Basku u ¢ > 1)
P q p—

17

3

n l/p n 1/q
> a(ae + ) < (Z fﬁ) (Z(xk + yk)p> :
k=1

k=1 k=1

Amnanoruo Basxkuy u 3a apyry on mse cyme. Cabupajyhu ux, a morom u menehu o6e
n

1/q
crpane (MO3UTUBHUM) GpOjeM <Z(mk +yk)p> , IMaMO HEjeIHAKOCT
k=1

n 1-1/q n 1/p n 1/p
(Z(wk + yk)”> < (Z :ci) + (Z yi) ,
k=1 k=1 k=1
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KOja je eKBUBAJIEHTHA Ca TPaKeHOM. JeTHAKOCT ce MNOCTU:KE aKO M CaMO aKO CY

2P 2P P
UCIVE€HU yCIOB —————— = ... = - u A = ... =
((z1+y1)P)1 ((Zn+y)P)? (21 +y1)P)1
y?L . €1 X9 Tn
————————, IO je 3aKCTa eKBUBAJEHTHO ca — = — = ... = —. [J
((zn +yn)P) yio e Yn

HATIOMEHA. JemmakocT ce MOsKe reHepaJiM30BATU Ha CBe peaJjiHe OpojeBe KO-
pucrehu unmenuny |x;|+|y;|> |zi + yi|. Popmanuuje, ako je p > 1 peasan Gpoj u
AKO CY X1,..+,Tn,Yly---,Yn PEATHU OpPOjEBU, OHIA BAKUA HEjETHAKOCT

n n n
Dl tuel”) < (Dl | D Il
k=1 k=1 k=1

Hejennakoct MunKOBCKOr y 0BOM 00smKy hemo kopuctutu. Takobhe, Baxku 1 HAIIOM-
eHa OkO mapamerpa p. Ako je p < 1, oHIa BaKM CIWYHA HEjeTHAKOCT y KOjOj je
IPOMEEH CaMO 3HAK HEje THAKOCTU y OHAj CYNPOTHU.

1/p 1/p 1/p

42. [” mopma m d, pacrojame

YommreHo, He OocTOje anrebapcke onepaimje (ocuMm (yHKIUje pacrojama) ne(uH-
ucaHe Ha MeTPpUUIKOM mpoctopy. Behuna mpoctopa koju ce mojaBmyjy y aHAIA3ZU
cy eexkmopcku (MU AuHeaphu) TPOCTOPU, U METPUKA HA HUMA jeé OOUYHO U3BeIeHa
13 HOpMe, KOja je meduHUCAHA y YBOIHOM IEIY.

Hepumanumja 9. Hexka je z = (x1,22,...,2,) BexTop u3 R" u p > 1 peanan 6poj.
Hepunumenmo [P HOpMy BeKTOpa T Kao

n
lzllp= | D _lwil”
i=1

IokaskrMo ma je 0BO 3amMcTa HOPMA.

1/p

[oxas. Hajupe, younmo na je R" jeman Bekropcku mpocTop Hax mosbeMm R (cse
ocobuHe u3 gepunHUImje 3 ce OUUTIIeHO IPOBEPAaBajy ), a Ha BeMy MOKEMO Ae(uH-
ucatu HOpMY. CBojctBO H1 M3 medununumje 4 je oumrmenno mcnymeno. lllTo ce
Ttuue H2, HopMma je Hyma, akO U caMO aKO je CBakKa O KOOpAWHATa yIPaBO HYJA,

n 1/p
IITO 3HAYM U Ja je caM Bekrop Hyna. [lame, mmamo |Az|,= Z|)\x¢]p =
i=1
n 1/p
|)\|p2|xi|p = |Al||lz]|p. 3a ocobumy H4, moBOmHO je AMPEKTHO TPUMEHUTH
i=1

nejednaxocm Munkosckoe Koja je mOKa3aHa y IPETXOMHOM ONEJbKYy 3a p > 1, Mok ce
HEjeMHAKOCT 3a p = 1 muperTHO moBepaBa. OBuMe CMO MOKA3ajJM Ja OBAKO Oe(uUH-
ucana [P mvopma 3aumcra To u jecre.

Cana, carimacHo Teopemu 1, u3BoamMo MeTpuky Ha R’ Ha OCHOBY OBe HOpME.

Heduunmuja 10. Cryn R" ca merpuroMm nedurncanom ca d = d(z,y) = ||z —yllp
3a p > 1 uuHu jeman MmeTpuvky mpoctop. Takobhe je yobuuajero nMe 3a OBy METPUKY
d, mempura. Merpuuku npocrop (R",d,) hemo maname obenexasaru ca RZ.

Cana hemo BumeTu yeMy BOJE HEKU CIENUjAJTHU CIAYYajeBU PETYINCAHN BPEIHOII-
hy mapamerpa p. JuckyroBaheMo Tpu kKapakTepuCcTHUYHA caydYaja — Kama je p = 1,
p=2mup— Q.
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43. Heku KapaKTEpUCTUYHU CJIyUYajeBU
ep=1
Kana je p =1 pacrojame he 6urtu caenehe

n

di = Z’ﬁfz‘ — yil-

i=1

Bumrmo ma oBo oamrosapa makcuzeomempujckom pacmojawny, obpabenom y
MIPETXOMIHO] CEKIN]jU.

e p=2
Y oBoMm cay4ajy mobujamMo pacTojame Ae(pUHUCAHO Ca

OBakBo pacrojame decTo 30BeMO Fyxaudoso pacmojame y n mumensuja. OBo
jé CBakKakoO HAjIO3HATHja U Hajuemhe KopuinheHa Mepa yIa/beHOCTU IBa 00-
jekra. 3a n =1,2,3 nobujaMo pemoMm pacrojama Koja cy HaM JOOpO Imo3HaTa
3a jemHy, nBe WM TPU aAuMeH3uje (B. mpuMep 2 u yBox Ha CcTp. 4). Yonmreme
Ha Opoj IvMeH3Wja je jaKo 3HAUYajHO W UMHM OCHOBY 3a aHAJIU3y (QYHKIN]ja
BUIIE MPOMEHJLUBUX. 38 CBAKy IMPOMEHJLUBY YBOIUMO IO JEAHY HOBY HEIO3-
HATY, IITO TEOMETPUjCKA MOKe Ja Ce MPOoTyMaun Kao HoBa oca y (n + 1)—
IOVMEH3UOHOM KOOPAWHATHOM CUCTEMY (rﬂe je jemHa oca BpemHOCT (byHHque).
[Mpu nepuHuCcamy TOjMOBA MATEMATUUKE aHAJU3E KAO IITO CY HEnpexudrocm
WU 2Panu“4Ha 8pedHocm, E—OKOJIMHA HEKe Tauke Buine Hehe OuTu wMHTEpBaJ
(ocum y cayuajy jemHe mpoMen/puBe), Beli OTBOpeHA Kyriia MOJIYyIPEYHUKA €.
Yecto ce, 360r cranne ynorpebe oBe MeTpuke muire camo d yMecTo da.

e p— 00
3a OBy BpPeJHOCT mapaMeTpa p MMaMo ciaegely MeTpuKy
n 1/p
doo = lim dy, = lim_ ;’xi —yil? = max |v; — yil.
1=

p—o0 1<i<n

[Tocnemma jemmakocT ciaemu U3 meopeme o 08a noasuyajua. BuouMo ma oBO
oaropapa Yebuwesmegom pacmojany obpabheHoM y MPETXOMHO] CEKIUjU.

dlx, y) < 1 dolx, vl < | dilx, ¥} <1

CnukA 8: Usrnen orsopenux kyrau K(y, L) 3a oe ciyuajese

18



5 MeTrpuukm; npocTopu HepUHNCAHU HA CKYIY (QYHKIZja

Y oBoj cerknuju 6aBnheMo ce METPUYKUAM IPOCTOPUMA HA HEKOM CKYIY KOjU CaIPKA
¢yurnuje. Opaj mpuctyn he O6utm mocTta aHAJOraH OHOM Yy HPETXOMHO] CEKIUjU,
camo mTo Bume Hehemo Meputm pacrojama m3Meby OpojeBa, Beh m3meby nBe
(mempernmre) ¢ymrnuje, xkao mro cy f(z) = Inz u g(z) = z’cosz. Pacrojame,
KaKO TOJ ra AepuHUCATIN, MOPa OWTM MO3UTUBAH peajiaH Opoj. Jemna on crBapu
Be3aHa 3a (YHKIUje, KOja 3a pe3ynarar mMma 6poj je onpeberu maTerpas. Pynrnuje
hemo pasmaTpaTyu Ha HEKOM CErMeEHTY, YIpPaBO Oa OucmMo 006e30emnuiv IMoCTOjame
Tor Opoja.

51. L? mopma u D, pacrojame
Cx0HO MPETXOMHO] CEKNUjU AePUHUIIEMO HOPMY, CAMO OBaj IyT HA CKYIy (yHKIN]a.

Hepumamnmja 11. Hera cy a < b peannu Gpojesu u mera je Cla,b] ckyn cBux
HenpekuaHuX QYHKIMja [ KOje Ccamkajy cermesrt [a,b] Ha ckyn peamnux 6pojesa R.
Yamumo f € Cla,b] u p > 1 peanan 6poj. Hedpurumenmo LP mopmy dpyrruuje f xao

7= [P ar) "

Jla mperxonmun m3pa3 3aucTa UMa CMUCJHA 33 peajHy (YHKIUjy, TBpau Bajepm-
Tpa(:OBa17 Teopema. IIpe mokasa ma O0BO jecTe HOpMa, OCBPHUMO C€ Ha jeIHY JIeMy
roja he Outu kopumheHa y mOKa3y.

Jlema 4. Ilpermocrasumo na je a <b, p > 1 u f € Cla,b] raksa na je f(z) >0,
3a z € [a,b]. Axro je

/abf(x)dx:O

ouna je f(x) =0 3a cse z € [a,b).

Joxas. TlpermoctaBumo cynpotHo, Tj. ma je f(t) > 0, 3a mero t € [a,b]. Tlo
HenpekuaHocTu Moxkemo Halim 0 > 0 tako ma je |f(t) — f(z)| < f(t)/2, 3a cBe z €
[a,b] N [t — 0,t + §]. VI3 Tora caemu f(x) > f(t)/2, 3a cBe = € [a,b] N[t — I,t + d].
Onartne nmamo

/bf(x) dz > / flx)dz > 6f(t)/2 > 0.
a z€[a,b)N[t—0,t+0]

IIIto je KOHTpaOWKIMja Ca IPETIOCTABKOM. [
IoraxknMo canma na HopMa u3 geduunnuje 11 3amcra TO 1 jecre.

Jlokas. Hajupe, younmo na je Cla,b] jenan BekTOpCKm mpocTop HaJ mosmeM R
(cBe ocobune n3 meduHUNUje 3 ce JaKO IPOBEpaBajy), Ha Ha HEMY MOKEMO Ie(UH-
ucatu HopMmy. Takobe, kako pamamMo ca HEOPEKUAHOM (YHKIMjOM HA CETMEHTY,
cienu na je oHa M MHTerpabuiHa (M BeHa alcoJyTHA BPEIHOCT je Takobhe mHTerpa-
6unna), ma mHanucanu onpebhenn nurerpas nocroju. Ocobuna H1 us medpuaunuje 4
caenu kako je |f(z)|P = 0. Axo je f(z) =0, Vo € [a,b], orzna je curypHo u HOpMA je -
naka 0. Ipyru cmep H2 caemu mupexraom npumenom jgeme 4 ua ¢pyuruujy |f(z)[P.

b 1/p b 1/p
Jaze, miano [Af],— ( / IAf(w)Ipdw) - (wp / |f<x>|de> T

'"Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), Hemauky MaTeMaTuIap
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je u H3 s3amoBoseno. 3a moka3 H4 mocay:xxkuhemo ce mejemnarkomhy MuWHKOBCKOT,
IOKa3aHO] v MPeTXOomHOj ceknuju. Kako u f u g mHTEerpaJuMo Ha UCTOM CErMEHTY,
MOMKEMO 3a pauyHame TUX WMHTerpaJsia m3abparu UCTy MOAeNy WHTepBaja (duju
MOJYO TEKU HYJM), & OHA U HAPABUTU UCTU U300D 38 KOMILIET TA4aKa y CBAKOM
Ol TUX WHTEpBaJa momene, y3 momoh kojux pauyramo onpebenu muTerpas. OBo
cremu u3 pedurUmje nuarerpadburnoctu. Cana ce 1ako BUOETH Oa C€ JOKA3 OBE He-
jeIHAKOCTU CBOAW HA MPUMEHY (MHTErpaJiHe) HejeTHAKOCTH MUHKOBCKOT HANKCAHE
3a mHTErpaJjHe cyMme 3a p > 1. 3a p = 1, mokas cienu u3 HejeTHAKOCTU Tpoyriaa. (1

Ha ocuoBy oBako neduHHCaHE HOPME, MOKE Ce U3BECTU U OAroBapajyhia Merpuxa.

Hepununuja 12. Ckyn Cla,b] ca meTpuroM neguHUCAHOM Ca

b 1/p
Dy=Dylfog) = | — gl= ( [ - g(w)\pdw)

3a p > 1 u dysruuje f,g € Cla,b] unHM jenan METPUYKU IPOCTOD.

Csara on merpuka (oxpebenux Bpemuomhy mapamerpa p) ce MOkKe KOPUCTUTH
IIpY OlleHU anporcuManuje ¢pysrnuja. MebhyTruMm, HUje TPaAKTUUYHO KOPUCTUTU OUIO
KOje BPEIHOCTHU IapaMeTpa, a joIll Malkhe PAUyHATH ONCTYIAIE Y OIIITEM CIYUajy.
3aTo ce M3ABajajy HEKU KaAPAKTEPUCTUYHU CJIIyUajeBU 38 BPEIHOCTU HapaMeTpa p.
Kao u panuje, u cama he 6utu mHTEpecaHTHU CiaydajeBu p =1, p =2 u p — 00.

52.

Heku kapakKTepuCTUYHU CIIy4dajeBU

e p=1

3a OBy BPEeIHOCT mapaMeTpa, MeTPUKA Ce CBOAU HA

b
Dy = / (@) — gla)|da
a
OBo pacrojame ce 4eCTO HA3UBA UNMEZPAAHG MEMPUKA.

p=2
HobujaMo MeTpukry obIMKa

b
Dy = \/ [ (@) - g()? @z

OBo pacTojame ce YeCTO HA3UBA CPEOBHEK8adDPAMHO PACMOjane NI MEMmPUKa
cpedmwez xeadpammoz odcmynamwa. Kao mro je To ciyuaj u ca OpojeBuma, u
OBIle Ce OBa BPENHOCT mapamerpa Hajuemlie kopuctu. OBO pacrTojame je
OpakTUYHUje On mperxomHor (3a p = 1), jep je HecTasa AmCOIYyTHA BpEI-
HOCT. 3aMUCIUMO CUTYaIXjy y KOjOj MMaMO 3aaaTe TAYKe MEpeHe Ha HEKU
HaUYWH, ¥ DO3HATY (YHKUU]Y KOjU OHE ampoKcuMupajy. YIpaBo kKopucrtehn
uaejy o0 MUHAMAJM3AIUjU AUCKPETHE Bep3uje OBOT pacTojama, modujajy ce
mapaMmerpu Koju notnyao oxpebyjy Ty ¢yurmujy. OBaj MeTon je mo3HAT Kao
Mmemod wajmanuxr keadpama. Ilpumepa pamm, 3a auHEaApHY (QYHKIN]Y CE MOTY
Ha OCHOBY Tavaka JOOUTU KOe(UIjeHT IpaBla U Ooncedak Ha y—ocu. Tana
KasKeMO [a CMO MPOBYKJIU Hajbomy Moryhy mpaBy kpo3 mare taure. llpyra
BpcTra mpobiemMa KOju MOKe Oa Ce jaBU je MUTAme Koja on (QyHKuuMja Ha-
jboie ampokcmMupa DaTy (QYHKOM]y Ha HEKOM mHTepBady. PyHKIUje Kojuma
Ce alpOKCUMUPA CY YeCTO IOJWHOMHU, ¥ TO MAaJIOI' CTEIeHa, jep je TO 3HATHO
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OBOJbHUjE 3a KOMIjyTepcCka (a u pydHa m3pauyHaBama). PyHKUUje Koje ce
AIPOKCUMUPAjy Cy YEeCTO KOMILJIMKOBAHE 3a paduyHama, WIN UX je YaK PYUHO
Oe3 Tabiuia m HeMoryhe m3padyHaTh. Y IpPaBO Ce Kao pacrojame m3amebhy
nBe ¢pyurnuje (koje Tpeba MUHMMU3OBATU) YECTO KOPUCTU YIPaBo 0Bo. EBO
jemHor je THOCTABHOT IPUMEPA 3a WIIYCTPAIU]Y.

ruMEP. Koju ox momuuoma P(z) = 222 + 1 wmm Q(x) = 2° + z + 1 Gome
anpokcumupa ¢ysrnujy f(x) = e ma marepsaay [0,1] y cpenmerBanpaTHoj
aIPpOKCUMAI]jU.

Pewewe. Onpemumo Dy pactojama oBux moamuHoMma on ¢yukmuje. [locma-
1

rpaliemo kBagpaTe pacrojama. Mmamo di = D5(P, f) = /0 (f(z) — P(x))* dz =

1 1
/ (e" — 227 — 1)2 dz = / (e* —2e"(22% 4+ 1) + 42" + 42® + 1) da =
0 0

1
62

e 4x 4x 379

2622 — Az 4 5) + — 4+ — = — —6e+ ——

<2 (222 x+)+5+3+x>0 5 et 55
1

1
= R e e

1
/(eQ’C—Qex(xz—i—x—i—1)+x4+2x3+3$2+2$+1)d$:
0

Kao n

2x 1;5 1 62 36
<2—2e (2 —x+2)+€+?+x +x —|—:c> . = 5—464-?. Kaxro je
216 — 379 60e — 163
d% —d? =2+ 30 = 630 > 0, omHocHO do > di, TO OU 3HAYMIO

na 3a 6omwy anpokcumanujy ¢yarmuje f(x) = e* ma unrepsaay [0, 1] moskemo
y3eru monusom P(z) =222 +1. 0

e p— 00
Y oBoM ciayuyajy ce JIaKO M3BOOU

1/p
D= lim D, = lim (/ 1 |pdx> — max |f(z) — g(a)|

p—00 z€[a,b)

Wcnon ce Mmoske BumeTu npuMmep (3aTBOPEHE) KyTile 3a OBakas Tull Merpuke. Llen-
Tap coepe je y GyHKIMjU KOja je obenesxkeHa 3ejieHOM O0joM, HOK jOj je moaymnped-
Huk jemuak 0.2. I'panune cpepe cy obenesxene NPBEHUM ()YHKIjaMa.

04 08 08 1

CnukA 9: IIpumep cdepe y npocropy (C[0.4,1], D1)
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6 MeTpuuyKy OpPOCTOPU HA CTPUMHIOBUMA

Ha nu MOkeMO MepUTH pacTojame HEKWX OOjeraTa KOju HUICY HaW3TJIel MaTeM-
aruukn! Ha mpumep, mra O6u 6uimo pacrojame m3MmeDhy mBa mMomesa ayToMooOwuia,
UIM MOXKAa OBe Ciauke pbynckor awmna? VMcmocraBma ce ga MOKEMO HEKE CTBAPU
MOy T OBUX (POPMAJM30BATU U M3TPAMATA METPUUKUA MPOCTOP HA OaroBapajyhum
CKymoM. Y OBOM HOTJIaB/by Owmhe Buie pedunm O pacrojamy u3dMebhy noBe pewu, uaum
kako lieMo ux oBze 3BaTu — cmpunzosu'. VIHTYyUTHUBHO je jaCHO mITa CTPUHT Tpeba
na Oyzme, amu yOPKOC TOME, Paad CTPUKTHOL AePUHUCAHA TAJBUX CTBAPHU, CIEIU
IperJyiesl OCHOBHUX IIOjMOBA.

61. OcHOBHUM mOjMOBU

Hepumuanumja 13. Hera je A romauan ckyn cumboaa (Tokobe mosmatux kao
Kapaxmepu mau caosa). Hbera hemo 3Baru a3zbyka (uiau andaber). CrpuHr Ha
ckynoMm A je cexBenna cumGousia u3 A.

Hamomenumo ma He mocToje HMKAKBA OrpPaHWYEHa O BPCTU CJIOBa y a30yiw,
TO MOory Outm 6miao kKako medpuumcanm obsurnu. Ha mpumep, ako je a3zbyra A =
{8, f,0,1}, onnma je 0130f1 jeman crpuur man mom. Takobe, morylhie je HamernyTH
mpaBwWiia 3a U3rpalikby CTPUHTOBa. JemaH ol HAYMHA 3a TO je OMPEAUTU AKCHUOME
(CTPUHTOBU O KOJUX C€ MOJIA31), KA0 U MpaBuia u3Bohema, TAKO3BAHA 2PAMAMUKA
(ra Taj HauwmH ce 3acHUBA]Y (opmanne meopuje). Moryhe je To yumHUTH U KUpEK-
THO. Y OBOM IpuMepy cMO Moriu pehu ma cekBeHIa Koja mouume ca () Huje CTpUHT,
ma oBaj mpuMep He Ou Omo JermuTuMaH. Y CIyYajy Aa Ce HUIITA He HArOBECTH, IO-
Apa3yMeBa ce na Cy CBe KOMOUWHAIU]E YKJbYUeHE.

HysxkmaOM cTpmara hieMo o3HadaBaTw yKymaH Opoj cioBa y ToMm ctpuary. OBa
BPETHOCT MO:Ke OuTm O6mio Koju HeHeraTtuBaH 1eo 6poj. IIpa3aum crpuHr je jenun-
CTBEHU CTPUHI HaJ maToM a3bykoMm A, my:kume 0. YobuuajeHa o3HaKa 3a Hera je €.
Ckyn cBux cTpuHroBa Han a3dbykoMm A koju cy myskmHe n heMo Haas/se O3HAYABATHU
ca A", mox hieMo ckyn cBux Moryhux cTpuHroBa HamI a30ykoM A GUIIO KOje mysKuHE
o3HauaBaTu ca A*

IIpuMEP. Baske cineneha tBphema:

e Axo je a3byra A = {0,1}, omma je A% = {00,01,10,11};

o A% = {c}, 3a Gumo Kojy azbykry A;

o string € A® u querty € A*, 3a a36yxy A = {a,b,c,d,...,z,y,2}.

Omo mro he mame 6muTu KOpUIINEeHO y OBOM pany je a3dyka caduumeHa O MAJUX
cioBa enriecke abeunene A = {a,b,c,..., 2} 3a nepunucame pasHUX METPUKA HA TO]
a30ymu. OBy a30yky hemo oBae 3BaTu cranmapaaa azbyka. Cana mepuHAIIIMO
mTa MUCIUMO Kaaa KaKeMO TPaHCOpManuja jeqHOr CTPUHTA Y OPYIH.

Hedomaunuja 14. Heka cy a u b nBa crpuara Han azdykom A. Pacrojame ype-
busama (enru. edit distance) je majmamu moryhwm 6poj onepayuja ypehusamwa Koje
Tpanchopmumy a y b. Creny HEKOIUKO jeIHOCTABHUX OBAKBUX OIEpaluja KOje Cy
Hajuemhe kopumhene (o u f ¢y IpOM3BOJLHU CTPUHIOBU OBe a3byKe):

e YOamuBame cioBa. Ako je a = af, oHIa ybanuBameM CIOBa T MOMXKEMO IO-
Outu cTpuHr axf.

18 Lo
0Baj IOjaM Ce W KOX HaC YCTaJUO ¥ IPOrPaMUDPAmLY
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e Bpucame caosa. Ako je a = axf, onga OpucameM CJIOBA T MOKEMO TOOUTHU
crpusar . OBa omeparnuja je mHBep3HA yOANIUBAKY.

e 3amena pa3numuuTux ciaoBa. Ako je a = axf, OHIA 3aMEHOM CJIOBA T CIOBOM
Yy # T MOKeMOo mobutu ayf.

e Tpamcmo3uija cycemHox ciioBa. AKO je a = axy/[3, OHIa TPAHCIO3UIjOM
CJIOBa T U Y MOKeMO moburtu ayzf.

Paznmuuwmra pacrojama koja Oymemo obpamuiau he KOpPUCTUTH yOpaBO HEKE O
HaBeneHUX omnepamnuja. /lama remepanusanuja oBora Ou moApasyMeBajia I0AEJbU-
Bame onapebheHnx TeRMHA TaTUM omeparjama. Ha mpumep, y HEKO] UMIIIEMEHTAIIA] !
Ou omepamnuja 3aMeHe CJIOBa T CJIOBOM Y MOIJIa OUTU €KBUBAJIEHTHA KOMIIO3UIN]U
omepaIlja Opucama CJI0Ba T 1 yOalnumBama CI0Ba ¥y, a 01 ce HOj OO AeIniIa TEKIHA
2 (ako je TeskmHa oCcHOBHUX omepanuja 1). Mebyrum, osne hemo mompasymeBaru
oa Cy CBe TexRuHe jemnake 1. Y3 HamoMeHy na omeparnuje Opucama u yodamnu-
Bama MOpAajy yBek Mhu y mapy, HOKa:KUMO cana na je GpyHKIUja Koja daje MUHU-
MaJiaH OpOj OBaKBUX omepanuja (HEKUX Ol BbUX) 3aiCTa MeTpUKa Ha oqropapajyhem
CKYTLY.

Zoxas. (CBakako, pacTojame He MOke OuTu HeratusBad Opoj, ma Baku M1. Yun-
jeHuna ma je pacrojame m3MeDy OBa CTpPUHTa jeNHAKO HYJU j€é €KBUBAJIEHTHA Ca
TUM A2 HUje TOTPeOHO MpaBUTU HUKAKBY NPOMEHY na Ou ce OX jeoHOr CTHUTJIIO
no mapyror, mTo he pehim ma cy onum mctu. AKO Cy ABa CTPUHTA UCTA, PACTOjare
je myna, ma caemqu u M2. Ilpumernmo na cy omeparnuje 3aMeHe ¥ TPaAHCIO3UIL]e
came cebu MHBEP3HE, Tj. AKO UX ABAIYT NPUMEHUMO Ha WCTU CTPUHT (MOMKAA 3a
pazsiuunra ci1oBa) BparulieMo ce Ha ucty crpusr. Takobe, npumernmo ma cy on-
epanuje Opucama n ybanmBama WMHBEp3HE jenHa apyroj (u3 Tor pasiora mMopajy
nhu y mapy). U3 oBux aprymenara nako ciaemu M3 jep mocroju aHajgoraH HU3
more3a npeBobema jemHor crpuHra y apyru u oopuyto. Ocraje HAM Oa TOKaKEMO
Hejennaxoct rpoyraa d(z,y) + d(y,z) = d(x,z) 3a cTpuHroBE X, Y U Z, KOJIUKO TOIX
TO y OBOM cJyd4ajy 3Bydasio uynHo. Hehemo ce 3ampskaBaTu neTajpHO Ha OBOME,
na ciaemu moka3 y ayxy Tora. d(x,z) je Hajmamu moryhwm 6poj omepamuja koje
Tpeba m3BpmUTHA na 61 Ce O CTpUHTa & NOmIo 10 crpunra z. d(z,y) + d(y,z) he
oHma OuTM MUHMMAaJAaH Opoj omepanuja MOTPeOHUX Ha ce on T mobhe mo z, aau he
obaBe3Ho kKao jeman Mebhyropak mMmartu y. Kako je u TakaB jeman myT KaHIUIAT 34
MUHUMAJHN (MOM¥IA TO U jecTe) oHma je curypuo d(x,y) + d(y,z) = d(z, z), mTo je
u Tpebaso mokazaTtu. 1

62. XaMUHIOBO pacTojame

Hajjennocrapuuju npumep nedunucama pacrojama naMehy asa crpunra je Xamum-
2080 pacmojamwe, Koje je HacTajJo mo uaeju Puuapna Xamuura'”. Osa ¢yHKIUIja
BEOMa MHTYWUTUBHO Mepu pacrTojame uaMehy mBa crpunra ucrte nyskume. Ciienu
dbopManHa Te(pUHUNN]A.

Hedpmuanmuja 15. Hera je A mpomsBossHa a3byka U N HEHEraTWBAH I€0 OPOj.
Iame, y3mMuMo $1, 82 € A" mena aBa TPOM3BOJLHA CTPUHTA LYKUHE N. XAMUHTOBO
pacrojame dp(s1, s2) uameby wmux mnepurHHUIIEMO KAaO 6POj MecTa HA KOjUMa Ce TU
CTPUHTOBU DPa3iukyjy. Apyrum peumma, OHO Mepu MUHUMAJHU OpPOj omepanuja
3aMeHe Koje cy moTpebme ma Om ce on jegHOr CTpUHra MOOWO APYTrU, WU MUHU-
MaJHU OpOj rpemaka Koje Cy MOrJe aa OJ jeAHOT CTPUHra HampaBe OPYTU.

9Richard Wesley Hamming (1915-1998), aMepuyku MaTeMaTAdap
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IIPUMEP. ¥Y3mumo crapmapauy a3byky. Tama mmamo ciaenehe jemHakocTu:
dp(abba, baba) = 2; dg(ababab, bababa) = 6; dp(sekira, sekica) = 1;
dg(matematika, geometrija) = 8.

Hanmomenumo na, na 6u XaMUHIOBO pacTojame uaMeby nBa crpuura o6uino medus-
MCAHO, OHM Mopajy 6utu ucre nyskmue. Onasne 3akmyuyjemo na je (A", dpg) mer-
PUUKKA IIPOCTOP, 338 IMPOU3BOBHY a30yKy A.

3a nBa Ounapua crpunra a u b (to cy crpurrosu mHan aszbykom A = {0,1})
XaMUHTOBO pacTojame je jemHako 0pojy jemmuuna y crpuary aXORb, mTo ce Buau
u3 caenehe rabere.

‘ xXORy
0

— = O OlR

Y
0
1 1
0 1
1 0

CaurkA 10: Bunapua onepamuja XOR wan 6GuroBumMa

Bunapuu CTpUHD IysKUHE N C€ MOKE ITVIeJaTy Kao BEeKTOp y npoctopy R” rue me-
OB calap:kaj cioBa o3HaudaBa kKoopauHare. OBaKBU BEKTOPU IPENCTABIHA]Y TEMEHA
jemHe XWIIEPKOIKe. XaMUHIOBO pacTojame m3MeDhy nBa CTpUHTa je eKBUBAJEHTHO
MenxeTtn pacrojamy umaMmMeby tux temena. IIpumepa panum, Ha caunu 10, Baxku
dr(000,011) = 3, kao u dy(010,111) = 2 u TAKO M KOJUM rOJ IIyTEM KPEHYJIH,
MUHUMYM HaM je moTpebHO TayHO 3, OOHOCHO 2 moMepama, MTO oarosapa MeH-
XeTH pacrojamy uaMeDhy Tux temena. CIMUYHO BaKy M y YETUPU OUMEH3UjE TIe
BuauMO naa je Hop. dy(1001,0100) = 3. 3a BU3yesHy MHTEPUPETALN]Y XUIEPKOIKE Y
YeTUPU IUMEH3Uje KOPUCTHU Ce MOIeN Mo Ha3uBOoM meszepakm. OH Hy AU TOMOJIOIIKA
UCIIPABHY MHTEPIpETANUjy, JOK OCTaJie CTBAPU HE OCTajy HAa CHA3U.

110

ooo 001
CaukA 11: Ilpumep y Tpu (1€Bo) u yeTupm auMeHsuje (IECHO)

XaMUHTOBO PacTOjame Ce KOPUCTU U Y TeJEeKOMYHUKAIUjaMa Kao Mepa OOpHY-
TX OuToBa y OMHApPHO] peun (UKCHE Ny;KVMHE na Ou ce OoTKpuia rpemka. VI3 tor
pasJjora ce HeKaAa OBO PaCTOjare 30Be U pacmojame cuenanra. Ha Tabmu, momyT ma-
XOBCKe, XaMUHTOBO pacTtojame m3Meby msa mosba (0O3HAYEHA CTPUHIOM Iy:KUHE 2
[0 CTAHJAPAHO] HOTAIWMjU) NPEICTaB/ha MUHUMAJIAH OPOj moTesa Koju je morpeban
TOIY 3a MOMeparke ca jeqHOT Ha APYTO.

AnropuraM Hasmajkema XaMUHTOBOI pacTojara je BeoMa jeTHOCTaBaH U Op3
1 TO je meroBa Hajeha mpemHOCT y OTHOCY Ha OCTaJa PACTOjama OBOT TUIIA.
YouaBajyhu cBako cioBo ctpuHra nocebno u ynopebyjyhm ra ca cioBoMm Ha umc-
TOM MECTY y APYTOM CTPUHIY, je JTHOCTABHO ce mpebpojaBa pacrojame usmMehy mux.
Crpunrosu Mopajy Outu mcrTe ay:kuHe mna Ou ce aaropuraM u3Bpmmo. AKO je mu-
XOBa LY:KUHA N, OHIA aJrOPUTAM DA ¥ BPEMEHCKO] cioxkeHoCcTH O(n).
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63. JleBeHIITAjHOBO pacTojame

Ocraje HEKOIUKO CTBApU KOje XaMUHIOBO pacrojame He pemasa. Mebhy muma je u
nUTalke pacTojama uaMehy CTPUHIOBA Pa3uuuTe Ay:KUHE, T OUULJIEIHO MOPAMO
VKJBYYUTU U Ollepanuje ybanuBama uim opucama. JeqHo on TAKBUX PACTOjama je
u Jesenuwmajroso pacmojamwe, nedunucano on crpare Biramivupa Jlesenmrajua’,

Hedpumuaunuja 16. Heka je A mpousBossHa asbyrka. Ilame, y3amMmmo S1,59 € A
BeHA [BA IPOM3BOJLHA CTpUHTA. JIeBeHmTajHOBO pactojame dr (s, S2) AeprHUIEeMO
Ka0 MUHUMAJIaH Opoj onepanuja ybanuBama, Opucama WiK 3aMeHe Koje je moTpebHo
U3BPIIUTH 18 OU ce Om §1 MOUIIO IO S3.

IIPUMEP. ¥Y3mumo crammapany a3byky. Tama mmamo ciaenehe jemmakocTu:
dr,(abababa, bababa) = 1; dr(nekiolik, nekoliko) = 2; dr(pomeraj, pomeranje) = 2.

Kako 3a nmeduHucame oBOT pacTojama HUje 00aBe3HO Oa Cy CTPUHIOBU MCTE
nyskuHe, Moskemo pehiu na cy ouu u3 ckyna A*. Onatie je (A* dy) jenan MeTpuyku
IPOCTOP, 3a MPOU3BOJLHY a30yKy A.

E¢ukacan amropuram Hamaxkema JIeBeHMTAJHOBOT pACTOjarha KOPUCTUA TEXHUKY
AUHAMUYKOT mporpamupama. Cienu cKuma ajaropurMma.

[IpernocraBuMO ma TpaskuMO pacTojame uaMely CTPUHIOBA S U S2 KOjU Cy pe-
noM my:kuHa [1 u lo. PopMmupajMo muHaMuukKy MmMarpuiy A mumensuja 1 X ls u ca
Ali, j] 03HAYNMO HEHO IOJbE ¥ (—TOj BPCTU U j—TOj KOJIOHU (MHIEKCUPAHe HOUNHE
onl). 3a1< i< nl<j<ly popmupajmMo cTpusr di Kao KO CTPUHTA S1 OJ
MOYeTKa M0 1—TOT KapakTepa U CTPUHT do KAO M0 CTPUHTA S O MOUYETKA N0 j—TOT
kapakrepa. Y nomy Ali, j] ynumumo JleBenmrajaoso pacrtojame usmebhy crpunrosa
dy n dy. Pememe mamer npobiema 6ulie 3anucano y nomy Allr,ls]. IToma A[l,j]
IpeaCcTaBbajy pacrojame O IPAa3HOr CTPUHTa (£) [0 HEKOT Hy:KUHE j, TAKO Ha je
All,j] = j. Cununo je Ali,1] = i. IloBezahemo Ali,j| ca Ali,j — 1], Ali — 1,j] n
Ali —1,7—1],3a 2 <1< ly mu2 < j <ls. Hera cy ca ¢; u ¢o penom o3HadeHa
CJIOBa 1—TOM MECTY y TPBOj peuu U j—TOM MECTY Yy APYroj peunm. Y ciaydajy na
je ¢1 = co, mpobiyieM ce CBOIM HA HAJAKEHE PacTOojama IBa CTPUHra 0e3 OBUX
caoBa, omnaocHo Ali,j| = Ali — 1,j — 1]. 3a ¢; # c2 nocmarpajmo 6pojese Ali, j — 1]
n Ali — 1,7]. ¥Y3mMumo mMamy o1 BUX U HOAajMO jemaH oaroBapajyhu rapakrep (c1
ninu cp). Ounraenso je To Hajmamu moryhwu 6poj noresa. Ilakie, cymupajyhu cse
MOKEMO MUCATU

A[Z ] A[Z — 1,j — 1], 3a C1 = C2
" min{Afi,j — 1], Ali — 1,5]} +1, 3a ¢ # c»

OBaj Tun pekypeHTHe Be3e je Moryhe m3padyHaTV TakO Oa je y CBAKOM IOTE3Y

0 TIOMyHhEema Iejie MaTpulle YBeK Oap jemHo moske moryhe m3pauyHatu. Kako je

3a BpeMe UTEePATUBHOI MPOIeca MIONyHmeHa Ieja MATPUId, W TO jeAHO IOJbe IO

UTEepaNrju, BDEMEHCKA CJIOKEHOCT OBOr ajropurma je O(l1ls).

[Ipumena oBe BpcTe pacrtojama je muHOrobpojua. IIpumepu 3a TO cy y Ououms-
popmarunu (ynopebuBameMm rena pasimumuTUX BPCTA MOTY CE€ OAPEAUTH (GYHKIM]je
onpebheHux peruona, OTKPUTHU IIyTEBE €BOJyNUj€e, KA0 U ynopehuBaTu je1uHKe y mo-
Tpa3y 3a MyTanrjaMa ), MAIIMHCKIM [IPEeBOANOIMMA, IPEIO3HABAKY OBOPA, TEOPUJU
mperpare. Y CBaKOM O OBUX IPWMEPa C€ TEXKU Ka TOME Ma CEe OAPEAU KOJIUKO CYy
canYHA 1Ba 00jeKTa M OHOA Ce HAjCAUYHU]U KOPUCTE KAO TAYHM.

20BJ’[aI[I/IMI/Ip WNocuposuu Jlesenmrenn (1935 — ), pycku mapopMaTudap
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